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Ubungsblatt 6

Dieses Ubungsblatt dient der Wiederholung. Die Abgabe ist nicht verpflich-
tend.

Aufgabe 1 (Mengensysteme)
Zeigen oder wiederlegen Sie die folgenden Aussagen:

(a) Sei A eine o-Algebra auf einer Menge Q2 und (4;);en C A.

(i) Dann ist (J,. Ai € A

(ii) Dann ist (),cy 4 € A.
(b) Seien Q # () eine beliebige Menge und A C Q. Dann ist o({A}) = {4, A%, 0,Q}.
(c) Seien @ # 0 und A={ACQ : A oder A° ist endlich}.

(i) Dann ist A ein Ring

(ii) Dann ist A eine Algebra

(iii) Dann ist A genau dann eine o-Algebra, wenn 2 endlich ist.

(d) Sei @ ={1,2,3} und A = {{1},{1,2}}. Seien p und v zwei endliche Mafle
auf P(2) mit u(A) = v(A) fur alle A € A. Dann ist auch u(A) = v(A) fir
alle A € P(Q).

Aufgabe 2 (Borel-messbarkeit)
Zeigen oder wiederlegen Sie die folgenden Aussagen:

(a) Sei B(R) die Borel-o-Algebra auf R.

(i) Jede positive Funktion ist messbar.
(ii) Jede tiberabzdhlbare Menge ist enthalten in B(R).
(iii) B(R) enthilt alle Intervalle.

(b) Sei (©2,.A) ein messbarer Raum und f, g : Q — R zwei Funktionen.

(i) Sei A := {0,Q}. Dann sind die A-messbaren Funktionen genau die
konstanten Funktionen.

(ii) Ist f+ g definiert und messbfr, dann sind auch f und g messbar.



(iii) Sind f und g messbar, dann ist {w € Q : f*(w) < g(w)} € A.

(iv) Ist f? messbar, dann ist auch f messbar.

(vi) Ist f messbar, dann ist {f(B) : B € A} eine o-Algebra auf R.

(vii) Sind f und g messbar, dann ist auch flgs-., wobei ¢ > 0 konstant
ist, messbar.

)
)
(v) Ist f3 messbar, dann ist auch f messbar.
)
)

(vili) Ist f1gf<n) fir jedes n € N messbar, dann ist auch f messbar.

(iv) Ist f, fiir jedes o € R eine messbare Funktion, dann ist auch sup,cp fa
messbar.

(c) Sei f: R — R eine Funktion, die nur endlich viele Werte annimmt. Dann
ist f Borel-messbar.

Mafl auf R™ bezeichnet.

Aufgabe 3 (Integrale)
Zeigen oder wiederlegen Sie die folgenden Aussagen:

(a) Sei B([1,00)) :={AN[l,00) : A€ B(R)} und definiere

H(A) = / Lam(z), AeB(1,00)),

T

wobei m das Lebesgue-Maf} auf [1,00) bezeichnet.

(i) pist ein Mafl auf B([1, 00)).
(ii) Der Mafraum ist endlich.

(iii) Der Mafiraum ist o-endlich.

(b) Sei p das ZahlmaB auf N und f : N — R definiert durch f(n) = 27" fir
alle n € N. Dann ist fN fdp =1.

(c) Sei (2, A, 1) ein Mafiraum und f :  — R messbar und beschrankt. Dann
ist f integrierbar.



